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Graphen im Speicher
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Ein paar Daten

USA: 24 Millionen Knoten, 58 Millionen Kanten

Fahrtzeiten durch Erfahrungswerte/Höchstgeschwindigkeit

Fahrtzeiten ändern sich durch Staus/Bauarbeiten
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Grundlegendes

"Kürzeste Wege" äquivalent zu "Schnellste Wege"

Kürzeste Wege und kürzeste Distanzen grob gleich schwer

Praxis ist komplizierter als Theorie
– Schnellste Route 6= Beste Route
– Staus
– Abbiege- und Fahrbeschränkungen
– . . .
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Geschichte

Algorithmus Jahr Mikrosekunden (10−6s)
Naiv – "sehr langsam"
Dijkstra 1959 2000000
Reach 2004 1000
Transitknoten 2007 2
Hub Labels 2011 0.2

Zeiten für zufälliges Start und Ziel auf Straßennetzwerk der USA.
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Naiver Algorithmus
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Grundidee

Teilstücke von kürzesten Wegen sind auch kürzeste Wege!
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Algorithmus

Gegeben: Ein Straßengraph und Startknoten s
Gesucht: Kürzester Weg von s zu allen Knoten

Algorithmus
1. Fahrtzeit von s zu s ist 0 und zu anderen Knoten∞
2. Finde Kante (a,b) sodass:

Fahrtzeit von s nach b >
Fahrtzeit von s nach a + Länge der Straße/Kante von a nach b

3. Fahrtzeit von s nach b =
Fahrtzeit von s nach a + Länge der Straße/Kante von a nach b

4. Gehe zu 2. falls noch eine Fahrtzeit verbessert werden kann
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Beispiel

Start

35

10

10

5

10

20

33

→ Ausführung siehe Tafel
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Pseudocode

dist [v ] = beste bisher gefundene Distanz von s nach v
zeit(u, v) = Fahrtzeit über Straße/Kante von u nach v

Algorithmus: Naiver Algorithmus von s
1: dist [s]← 0
2: dist [v ]←∞ für alle v 6= s
3: while gibt Kante (u, v) mit dist [u] + zeit(u, v) < dist [v ] do
4: dist [v ]← dist [u] + zeit(u, v)
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Korrektheit

Distanz nicht zu klein: Wegen Zuweisung am Anfang und
später in der Schleife. In beiden Fällen kann die kürzeste
Distanz nicht unterschritten werden.

Distanz nicht zu groß: Wenn von s nach v nicht die kürzeste
Fahrtzeit gefunden wurde, muss für einen Vorgänger auf dem
kürzesten Pfad eine Verbesserung möglich sein. Also wäre
die Schleife noch mindestens einmal durchlaufen worden.
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Laufzeit

Start Ziel

4 2 1

0 0 0

Anzahl der möglichen Verbesserungen der Zieldistanz:
Bei diesem Beispiel: 8
Gleiches Beispiel mit n Knoten: 2n

→ Exponentielle Laufzeit bei schlechter Wahl der Kanten!
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Dijkstras Algorithmus
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Grundidee

Kanten im naiven Algorithmus geschickt wählen!
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Algorithmus

Gegeben: Ein Straßengraph und Startknoten s
Gesucht: Kürzester Weg von s zu allen Knoten

Algorithmus
1. Fahrtzeit von s zu s ist 0 und zu anderen Knoten∞
2. Finde Straße/Kante von a nach b für die gilt:

– Fahrtzeit von s nach a + Länge der Straße/Kante a nach b
6= Fahrtzeit von s nach b

– Fahrtzeit von s nach a + Länge der Straße/Kante a nach b
ist minimal (unter allen in Punkt 2 betrachteten Kanten)

3. Fahrtzeit von s nach b =
Fahrtzeit von s nach a + Länge der Straße/Kante von a nach b

4. Gehe zu 2. falls noch eine Fahrtzeit verbessert werden kann
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Beispiel

Start

35

10

10

5

10

20

33

→ Ausführung siehe Tafel
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Pseudocode
dist [v ] = beste bisher gefundene Distanz von s nach v
zeit(u, v) = Fahrtzeit über Straße/Kante von u nach v

Algorithmus: Dijkstras Algorithmus von s
1: dist [s]← 0
2: dist [v ]←∞ für alle v 6= s
3: Färbe alle Knoten rot
4: while es gibt einen roten Knoten do
5: u ← der rote Knoten mit dem kleinsten Wert dist [u]
6: Färbe u schwarz
7: for alle Kanten (u, v) do
8: if dist [u] + zeit(u, v) < dist [v ] then
9: dist [v ]← dist [u] + zeit(u, v)
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Pseudocode
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Korrektheit

Ähnlich wie beim naiven Algorithmus, aber komplizierter

Beobachtung: Jeder Knoten wird nur einmal schwarz gefärbt!

Idee: Wenn ein Knoten schwarz gefärbt wird, dann kennen wir
die kürzeste Distanz zu ihm!
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Laufzeit
n = Anzahl der Knoten, m = Anzahl der Kanten
Anzahl der Schritte/Schleifendurchläufe in rot

Algorithmus: Dijkstras Algorithmus von s
1: dist [s]← 0
2: dist [v ]←∞ für alle v 6= s . n
3: Färbe alle Knoten rot . n
4: while es gibt einen roten Knoten do . n
5: u ← der rote Knoten mit dem kleinsten Wert dist [u] . n
6: Färbe u schwarz
7: for alle Kanten (u, v) do . m
8: if dist [u] + zeit(u, v) < dist [v ] then
9: dist [v ]← dist [u] + zeit(u, v)

→ Laufzeit: 2n + n · n + m ≈ n2 (optimiert: m + n log n)
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Transitknoten
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Verbesserungsmöglichkeiten

Idee: Alles vorberechnen (ein Graph, viele Anfragen)

Problem: Alle Distanzen vorberechnen und speichern braucht
ca. 2 Jahre
ca. 1.2 Millionen Gigabyte

Besser: Nur wichtige Distanzen vorberechnen
Hierarchie des Straßennetzwerkes nutzen
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Hierarchie
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Grundidee

Beobachtung: Alle Menschen aus einem bestimmten Bereich
fahren bei langen Strecken über die gleichen Knoten. Wir
nennen diese Knoten Transitknoten.

Beobachtung: Es gibt nur wenige Transitknoten aufgrund der
Hierarchie von Straßennetzwerken.

Idee: Distanzen von und zu Transitknoten vorberechnen.

Dann: Diese Distanzen als Tabelle verwenden
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Algorithmus

Kurze Wege: Mit Dijkstras Algorithmus berechnen (schnell für
kurze Distanzen!)

Lange Wege: Wir müssen drei Distanzen ermitteln:
– Start zu all seinen Transitknoten
– Ziel zu all seinen Transitknoten ("rückwärts fahrend")
– Distanzen zwischen allen paaren von Start- und

Ziel-Transitknoten
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Transitknoten Nauwieser Viertel
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Berechnung der Transitknoten

Ziehe Gitter über das
Straßennetzwerk

Für Zelle C die Wege nach
"outer" ausrechnen

Knoten aus "inner" auf diesen
Pfaden sind die Transitknoten

C

outer

inner

0

+1

+2

−1

−2

CA

CD

CC

CE

CB

C5

C4

C3

C2

C1

Figure 2: Definition and computation of transit nodes in the grid-based construction.

for which d(vL, v) + d(v, vR) is minimal. With this set
of transit nodes we associate the cells corresponding to
vL and vR, respectively.

It is not hard to see that two such sweeps, one
vertical and one horizontal, will compute the set of
transit nodes defined in the previous subsection. The
computation is space-efficient, because at any point in
the sweep, we only need to keep track of distances
within a small strip of the network. The consideration
of all pairs (vL, vR) is negligible in terms of running
time. As a further improvement, we first do the above
computation for some refinement of the grid for which
we actually want to compute transit nodes. For the
finer grid, we consider only those sweep lines, which
also lie on the coarser grid. When computing the transit
nodes for the coarser grid, we can then restrict ourselves
to nodes from the sets of transit nodes computed for
the finer grid. This easily generalises to a sequence of
refinements. In our experiments we use grids with 2i×2i

cells.

4.2 Access Nodes and Distance Tables. The ac-
cess nodes for a node v are just the transit nodes of the
cell containing v. The distances from v to these transit
nodes can be easily memorised from the Dijkstra com-
putations which had these transit nodes as source. A
standard all-pairs shortest-path computation gives us
the distances between each pair of transit nodes. Note
that we do not need to consider the whole original graph
for this computation but can operate on a small graph
only consisting of the transit nodes and (weighted) edges
as memorised from the above Dijkstra computations.
Since the number of transit nodes is typically small (e.g.
less than 8 000 for the US road network, using a 128×128
grid), this takes negligible time.

4.3 Queries. The query algorithm is extremely sim-
ple for the grid-based approach. Given a pair of source
and target node, we determine whether the two nodes
are more than four grid cells in apart in either hori-
zontal or vertical direction. If so, then by construction
the shortest path must pass through at least one transit
node, and we can do table lookup as described in Sec-
tion 3. Otherwise, we resort to another shortest-path
algorithm as described in the following.

4.4 Dealing with the Local Queries. If source and
target are very close to each other (less than four grid
cells apart in both horizontal and vertical direction), we
cannot compute the shortest path via the transit nodes.
The good news is that most shortest-path algorithms
are much faster, when source and target are close to
each other. In particular, Dijkstra’s algorithm ist about
a thousand times faster for local queries, where source
and target are at most four grid cells apart, for an
256 × 256 grid laid over the US road network, than
for arbitrary random queries (most of which are long-
distance). However, the non-local queries are roughly a
million times faster and the fraction of local queries is
about 1 %, so the average running time over all queries
would be spoiled by the local Dijkstra queries.

Instead, we can use any of the recent sophisticated
algorithms to process the local queries. Highway Hier-
archies, for example, achieve running times of a frac-
tion of a millisecond for local queries, which would then
only slightly affect the average processing time over all
queries. The main drawback here is the additional space
requirement.

As we were aiming for a very space efficient solution
we used a simple extension of Dijkstra’s algorithm using
geometric edge levels (as in [9]) and shortcuts. This
extension uses only six additional bytes per node. An
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Vorberechnung für USA

Anzahl der Knoten im Graph: 24 · 106

Anzahl der Transitknoten: 104

Transitknoten pro Zelle: 10

Anzahl Distanzen Knoten zu Transitknoten: 24 · 107

Anzahl paarweise Distanzen zwischen Transitknoten: 108

→ Das sind ein paar GB und passt also auf einen normalen PC!
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Nachbemerkungen
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Weitere Probleme

Öffentlicher Nah- und Fernverkehr (schwieriger!)

Alternative Routen (Menschen wollen Auswahl!)

Straßennetzwerk scannen (Hausnummern, Schilder, . . . )

Adressen rekonstruieren (genaue Anfahrt)

Staus ermitteln (durch Smartphones!)

Selbstfahrende Autos (Spuren, Vorfahrt, . . . )
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Zusammenfassung

Straßennetzwerke werden als Graphen dargestellt

Dijkstras Algorithmus ist alt aber noch relevant

Moderne Algorithmen nutzen Hierarchie von Straßengraphen

Viele andere Problemstellungen bezüglich Navigation
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