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Die heutigen Themen

= Ziele von Theorie

= Gibt es Probleme, die man prinzipiell NICHT mit einem
Rechner l6sen kann?

= Gibt es Probleme, die man nicht effizient mit einem Rechner
[6sen kann?

= P = Menge der Probleme, bei denen eine Lésung in
Polynomzeit gefunden werden kann.

= NP = Menge aller Ja/Nein-Probleme, bei denen ein
Lésungvorschlag fir Ja-Instanzen in Polynomzeit Gberprift
werden kann.

= P C NP ist klar. Gilt P = NP?

» Das Erfullbarkeitsproblem der Aussagenlogik (SATisfiability
Problem): das prototypische Problem fiir NP.

= Satz von Cook-Levin: Falls SAT € P, dann NP = P.
= Was ware, wenn P £ NP? Was ware, wenn P = NP?
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Ziele von Theorie: hier Komplexitatstheorie

Ziel einer jeden Theorie: Schaffe Einsicht und Ordnung,
erlaube Vorhersagen.

Heute:
= Grenzen der Berechenbarkeit.

= ErfUllbarkeitsproblem der Aussagenlogik, Rucksackproblem,
Problem des Handlungsreisenden, Graphenfarbung und
tausend andere Probleme sind alle gleich schwer: Falls es
flr eines dieser Probleme einen effizienten Algorithmus
gibt, dann fir alle.

» Es gibt einen effizienten Algorithmus flr eines dieser (alle
diese) Probleme, wenn zwischen Beweisen und Uberpriifen
eines Beweises kein wesentlicher Unterschied besteht. Das
ist die P = NP Frage.
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Grenzen der Berechenbarkeit

Gibt es ein wohldefiniertes Problem, das man NICHT mit
einem Rechner (Synonym: mechanisch) I6sen kann?
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Grenzen der Berechenbarkeit

Gibt es ein wohldefiniertes Problem, das man NICHT mit
einem Rechner (Synonym: mechanisch) I6sen kann?

Rechner werden nie intelligent sein.

= Was bedeutet es genau, intelligent zu sein?

* Menschenaffen werden nie Sprache benutzen, Werkzeuge
benutzen, Nutzung von Werkzeugen weitergeben,
Emotionen zeigen, ...
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Grenzen der Berechenbarkeit

Gibt es ein wohldefiniertes Problem, das man NICHT mit
einem Rechner (Synonym: mechanisch) I6sen kann?

Rechner werden nie intelligent sein.

= Was bedeutet es genau, intelligent zu sein?

* Menschenaffen werden nie Sprache benutzen, Werkzeuge
benutzen, Nutzung von Werkzeugen weitergeben,
Emotionen zeigen, ...

Halteproblem
Eingabe: Ein Programm M und eine Eingabe x.
Frage: Halt M an der Eingabe x? Ja/Nein.
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Grenzen der Berechenbarkeit

Gibt es ein wohldefiniertes Problem, das man NICHT mit
einem Rechner (Synonym: mechanisch) I6sen kann?

Rechner werden nie intelligent sein.
= Was bedeutet es genau, intelligent zu sein?

* Menschenaffen werden nie Sprache benutzen, Werkzeuge
benutzen, Nutzung von Werkzeugen weitergeben,
Emotionen zeigen, ...

Halteproblem
Eingabe: Ein Programm M und eine Eingabe x.
Frage: Halt M an der Eingabe x? Ja/Nein.

Satz: Es gibt kein Programm flr das Halteproblem.
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Ich lGge immer
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Es gibt kein Programm fir das Halteproblem.

Nehmen wir an, es gébe so ein Programm. Nennen wir es H.
Dann

H(M, x) = {

Dann gibt es auch ein Programm Q mit:
QM) — {1 falls H(M, M) = 0.

1 falls M an der Eingabe x anhalt,
0 falls M an der Eingabe x nicht anhalt.

halt nicht an falls H(M, M) = 1.
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Es gibt kein Programm fir das Halteproblem.

Nehmen wir an, es gébe so ein Programm. Nennen wir es H.
Dann

H(M, x) = 1 falls M an der Eingabe x anhalt,
"7 10 falls M an der Eingabe x nicht anhélt.
Dann gibt es auch ein Programm Q mit:
1 falls H(M, M) = 0.
am=14", (M. M)
halt nicht an falls H(M, M) = 1.
)1 falls M an Eingabe M nicht anhalt,
| haltnichtan falls M an der Eingabe M anhalt.

Was macht Q an der Eingabe Q?
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Es gibt kein Programm fir das Halteproblem.

Nehmen wir an, es gébe so ein Programm. Nennen wir es H.
Dann

H(M, x) = 1 falls M an der Eingabe x anhalt,
"7 10 falls M an der Eingabe x nicht anhélt.
Dann gibt es auch ein Programm Q mit:
1 falls H(M, M) = 0.
am=14", (M. M)
halt nicht an falls H(M, M) = 1.
)1 falls M an Eingabe M nicht anhalt,
| haltnichtan falls M an der Eingabe M anhalt.

Was macht Q an der Eingabe Q?

Q) - 1 falls Q an Eingabe Q nicht anhalt,
| haltnichtan falls Q an der Eingabe Q anhilt.
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Es gibt kein Programm fir das Halteproblem.

Nehmen wir an, es gébe so ein Programm. Nennen wir es H.
Dann

H(M, x) = 1 falls M an der Eingabe x anhalt,
"7 10 falls M an der Eingabe x nicht anhélt.
Dann gibt es auch ein Programm Q mit:
1 falls H(M, M) = 0.
am=14", (M. M)
halt nicht an falls H(M, M) = 1.
)1 falls M an Eingabe M nicht anhalt,
| haltnichtan falls M an der Eingabe M anhalt.

Was macht Q an der Eingabe Q?

Q) - 1 falls Q an Eingabe Q nicht anhalt,
| haltnichtan falls Q an der Eingabe Q anhilt.

Das geht nicht. Also gibt es H nicht.
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Polynome

Eine Funktion der Form x — 5x® nennt man Polynom.

Aligemein x — axx*, wobei ai eine Zahl ist. Die ganze Zahl k
hei3t der Grad.

k =1, lineare Funktion; k = 2, quadratische Funktion; k = 3,
kubische Funktion.

Polynome wachsen nicht zu schnell. Verdoppelt man x, so
vergréBert sich der Wert eines Polynoms vom Grad k um den
Faktor 2.

Ganz anders bei der Exponentialfunktion, etwa x — 2%.
Erhéhen von x um 1, erhéht den Wert um den Faktor 2.
Verdoppeln von x, quadriert den Wert.
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P = die Klasse der effizient Iosbaren Probleme

P = Menge, der in Polynomzeit |Idsbaren Probleme.

Ein Problem ist in P, wenn es ein Programm M gibt, das
= fUr jede Problemstellung x die richtige Antwort liefert, und
= dessen Laufzeit polynomiell beschrankt ist, d.h., es gibt ein

Polynom p, so dass
Laufzeit von M(x) < p(|x])

far alle Eingaben x; dabei ist |x| die Lange von x (Anzahl
der Zeichen).
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P = die Klasse der effizient Iosbaren Probleme

P = Menge, der in Polynomzeit I6sbaren Probleme.

Ein Problem ist in P, wenn es ein Programm M gibt, das
= fUr jede Problemstellung x die richtige Antwort liefert, und

= dessen Laufzeit polynomiell beschrankt ist, d.h., es gibt ein
Polynom p, so dass

Laufzeit von M(x) < p(|x])
far alle Eingaben x; dabei ist |x| die Lange von x (Anzahl
der Zeichen).

lineares Polynom — lineare Laufzeit, quadratisches Polynom —
quadratische Laufzeit, . ..

Beispiele: kiirzeste Wege, Sortieren, Suchen, Editierdistanz,
Lésen von linearen Gleichungen, ...
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P = die Klasse der effizient Iosbaren Probleme

P = Menge, der in Polynomzeit I6sbaren Probleme.
Ein Problem ist in P, wenn es ein Programm M gibt, das
= fiir jede Problemstellung x die richtige Antwort liefert, und

= dessen Laufzeit polynomiell beschrankt ist, d.h., es gibt ein
Polynom p, so dass

Laufzeit von M(x) < p(|x])
far alle Eingaben x; dabei ist |x| die Lange von x (Anzahl
der Zeichen).
Postulat: effizient = polynomielle Laufzeit.
= Nichtpolynomiell ist sicher nicht effizient.

= Definition ist robust und hangt nicht von den Details der
Rechenanlagen ab.
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Beispiele fiir Probleme in NP

NP = Menge aller Ja/Nein-Probleme, bei denen ein
Lésungvorschlag fur Ja-Instanzen in Polynomzeit Gberpruift
werden kann.

Rucksackproblem

Gegeben sind n Objekte und zwei Zahlen G und W. Das i-te
Objekt hat das Gewicht g; und den Wert w;.

Gibt es eine Teilmenge der Objekte, die als Gesamtgewicht
héchstens G und als Wert mindestens W hat?

Eingabe: (2,5), (7,4), (9,3), (4,6), G=6, W =10.
Lésungsvorschlag: nimm das 1ste und das 4te Objekt.

Uberpriifung: g4 +gs =2 + 4. Dasist < 6. wy + wy =5+ 6.
Das ist > 10.
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Beispiele fiir Probleme in NP

Problem des Handlungsreisenden

Gibt es eine Tour durch alle Orte Deutschlands mit mehr als 5
Tausend Einwohnern, die héchstens 4000 Kilometer lang ist?

Allgemein: Gegeben ist ein Graph, fir jede Kante ihre Lange,
und eine Zahl L.

Gibt es eine Rundreise, die alle Knoten besucht und deren
Lange héchstens L ist?

Lésungsvorschlag: Eine Rundreise durch deutsche Stadte.

Uberpriifung:
» Werden alle Stadte mit mindestens 5000 Einwohnern
besucht?
* |st die Gesamtlange héchstens 4000 Kilometer?
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Graphenfarbung

Graphenféarbung

Eingabe: Ein Graph G = (V, E).
Frage: Gibt es eine Farbung der Knoten mit drei Farben, so

dass die Endpunkte einer jeder Kante verschiedene Farbe
haben.

Lésungsvorschlag: Eine Farbung der Knoten mit drei Farben.

Uberpriifung: sieh nach, ob die Endpunkte einer jeden Kante
verschiedene Farben haben.
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SAT: das prototypische Problem in NP

Das Erfullbarkeitsproblem (SATisfiability-Problem)

Eingabe: Eine Formel der Aussagenlogik

Frage: Ist die Formel erfillbar, d.h., gibt es eine Belegung der
Variablen mit Wahrheitswerten Wahr (W) und Falsch (F), die
die Formel erfillt?

Formeln der Aussagenlogik: Wahrheitswerte und Variablen
verknUpft mit und (A), oder (V) und Negation (—). Details auf
nachster Folie.

Beispiel

Formel: (x V y) A =x
Belegung 1: x «+ W,y «+ F,dann (WV F)A-W =WAF=F
Belegung 2: x < F,y < W,dann (FVW)A-F=WAW =W
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Formeln der Aussagenlogik

(1) W (wahr, true), F (falsch, false) und Variablen sind

Formeln.
(2) Wenn G und H Formeln sind, dann auch (G A H), (GV H),
und —H.

| \

Belegung, Wert einer Formel, erfllbar
Eine Belegung weist jeder Variablen einen Wahrheitswert zu.
Der Wert der Formel ergibt sich nach folgenden Regeln:

X Yy XVy XAy —Xx

F F F F w

F w w F w

w F W F F

w w w w F
Eine Formel ist erfiillbar, wenn es eine Belegung gibt, unter der
sie den Wert wahr erhalt. )
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Wichtige Formeln

Gib eine Formel in den Variablen x, y und z an, die genau dann
wabhr ist, wenn mindestens eine der Variablen wahr ist.

Gib eine Formel in den Variablen x, y und z an, die genau dann
wabhr ist, wenn mindestens zwei der Variablen wahr sind.

Gib eine Formel in den Variablen x, y und z an, die genau dann
wabhr ist, wenn genau eine der Variablen wabhr ist.

Zeigen Sie: SAT € NP.

Lésungsvorschlag:
Uberpriifung:

nax planck institut
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Algorithmen flr SAT, Rucksack, Handlungsreisender,

SAT: Probiere alle Belegungen durch und finde heraus,

ob es eine erflllende gibt.
Bei n Variablen gibt es 2" mdgliche Belegungen.

Rucksack: Probiere alle Teilmengen der Objekte durch
und....

Bei n Variablen gibt es 2" mégliche Teilmengen.

Handlungsreisender: Probiere alle moglichen Touren aus

und....

Bei n Stadten gibt es n! mégliche Rundreisen.

Alle bekannten Algorithmen haben exponentielle Laufzeit im
schlechtesten Fall.
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Der Satz von Cook/Levin

NP = Menge aller Ja/Nein-Probleme, bei denen ein
Lésungvorschlag fir Ja-Instanzen in Polynomzeit Gberprift
werden kann.

Satz (Stephen Cook und Leonid Levin, 71)

Wenn SAT € P dann NP = P

Ich zeige eine Instanz: SAT € P impliziert Graphenfarbung € P.

Theorie schafft Einsicht.

Cook: Turing
Award
Levin: Knuth Prize.

in p BB i Persus NP 9. Januar 2017 16/25



Graphenfarbung ist nicht schwerer als SAT

Graphenfarbung (mit drei Farben)

Eingabe: Ein ungerichteter Graph G = (V, E)

Frage: Gibt es eine Farbung der Knoten von G mit den Farben
rot, blau und grtin, so dass die Endpunkte einer jeden Kante
verschieden gefarbt sind?
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in p BB oo™ P rersus NP 9. Januar 2017 17/25



Graphenfarbung ist nicht schwerer als SAT

Graphenféarbung (mit drei Farben)

Eingabe: Ein ungerichteter Graph G = (V, E)
Frage: Gibt es eine Farbung der Knoten von G mit den Farben

rot, blau und grlin, so dass die Endpunkte einer jeden Kante
verschieden gefarbt sind?

Satz: Falls SAT effizient I6sbar ist, dann ist auch

Graphenfarbung effizient lI6sbar (Farbung < SAT).
Gegeben ein Graph G, konstruiere eine Formel F mit:
» G ist dreifarbbar genau wenn F erfillbar ist.

= Die Konstruktion von F aus G ist in Polynomzeit
durchflhrbar.
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Graphenfarbung ist nicht schwerer als SAT

Satz: Falls SAT effizient I6sbar ist, dann ist auch

Graphenfarbung effizient I6sbar (Farbung < SAT).

Gegeben ein Graph G, konstruiere eine Formel F mit:
» @G ist dreiféarbbar genau wenn F erfillbar ist.

* Die Konstruktion von F aus G ist in Polynomzeit
durchfihrbar.

Farbungsalgorithmus: An Eingabe G tue:
= Konstruiere F.

= Entscheide Erflllbarkeit von F mit Hilfe des
SAT-Algorithmus.

Algorithmus ist korrekt und effizient.
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Reduktion: Farbung < SAT

Variable uc fur Knoten u € Vund Farbe c € { R, B, G }.
Intendierte Bedeutung: u. = Wahr bedeutet u hat die Farbe c.

Was missen wir ausdricken?
= Jeder Knoten hat eine eindeutige Farbe: A ., GE(ur, Us, Ug).
Dabeiist GE(x,y,z) = (xVyV z) A= (xy VvV xzV yz) GenauEine
= Fur alle Kanten { u, v }: uund v haben verschiedene Farbe:
u und v haben die gleiche Farbe: ugvg V ugvs V ugVvs.
u und v haben verschiedene Farbe: VF(u, v) = —(UgVr V UgVa V UgVg).
Also, A\, yyce ~(URVR V UBVB V UGVe).

Insgesamt

/\UEV GE(UR, UB7 UG) /\ /\{ U,V}EE VF(U, V)

in p BB oo™ Prersus NP 9. Januar 2017 18/25



Beispiel

= |st der Graph dreifarbbar? JA oder NEIN?
= Gib die Formel fUr die Existenz einer Dreifarbung an.

= Streiche eine beliebige Kante und &ndere die Formel
entsprechend ab.

= Finde eine erflllende Belegung und leite daraus die
Dreifarbung ab.
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NP-Volistandigkeit (Satz von Karp)

Definition

Ein Problem L in NP ist NP-vollstandig, wenn aus L € P folgt
P = NP.

Cook-Levine bewiesen, dass das Erfillbarkeitsproblem
NP-vollstéandig ist.

Satz (Karp, 1972)

Das Graphenfédrbungsproblem, das Hamiltonsche
Kreisproblem, Knapsack und 20 andere Probleme sind
NP-vollstdndig.

Die Liste ist inzwischen auf
mehrere Tausend angewach-
sen: Theorie schafft Ordnung.

Richard Karp, Turing-Award in 1985.
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Die P = NP Frage (Geschichte)

* P = Menge aller Probleme, die in Polynomzeit I6sbar sind.

* NP = Menge aller Ja/Nein-Probleme, bei denen ein
Lésungvorschlag fur Ja-Instanzen in Polynomzeit Gberprift
werden kann.

= 1970: Man hatte effiziente Algorithmen fur kirzeste Wege,
Paarungsprobleme, Flussprobleme, aber es gab auch viele
Probleme, die man nicht effizient I6sen konnte.

» 71,72: Cook, Levin und Karp haben Ordnung in dieses
Chaos gebracht. Viele dieser Probleme sind zu SAT
aquivalent. SAT € P impliziert P = NP.

= Clay Foundation gibt je 1 Mio $ fir L6sung von 6 grof3en
mathematischen Fragen. Eine davon ist: “Ist P = NP?”.

= Frage hat grundlegende philosophische/mathematische
Bedeutung (Ist Beweisen schwerer als Prifen?).

Gleichheit hatte enorme algorithmische Konsequenzen.
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Was ware, wenn P # NP?

= Es wirde sich nicht viel &ndern.
= Da wir keinen Polynomzeitalgorithmus fir das

ErfUllbarkeitsproblem kennen, leben wir faktisch in einer
Welt, in der P ungleich NP ist.

= Die meisten Fachleute glauben, dass P # NP.

= Aber: Im Augenblick gibt es keinen Ansatz, wie man P # NP
beweisen kdnnte. Man weif3 nur, dass einige naturliche
Anséatze NICHT funktionieren kénnen.

Wenn man einen Beweis findet, muss dieser eine neue
Methode einfihren. Diese Methode kénnte weitere
Anwendungen haben.

= Alle paar Jahre wird ein (falscher) Beweis angekindigt.
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Was ware, wenn P = NP?

= Das ware eine Revolution.
= Wir hatten Polynomzeitalgorithmen fur Erflllbarkeit, . ..

= Mathematiker wiirden arbeitslos:

Input: Ein mathematischer Satz S, eine Anzahl n
unbeschriebener Blatter

Frage: Gibt es einen Beweis fir S (in einem formalen
System), der auf die n Blatter passt?

Dieses Problem ist in NP. Falls P = NP, dann ist dieses
Problem in P.

* Philosophen missten neu Uber den Begriff Kreativitat
nachdenken.

= Alle paar Monate wird ein (falscher) Beweis angekindigt.
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Wie geht man mit NP-Vollstandigkeit um?

Nur weil ein Problem schwer ist, verschwindet es nicht.

NP-Vollstéandigkeit bedeutet: Man kennt keinen Algorithmus,
der jede Problemstellung in Polynomzeit I6st. Es kann durchaus
Algorithmen geben, die viele (interessante) Instanzen in
Polynomzeit l1&sen.

Folgende Ansétze gibt es:
* Heuristiken
= Exakte Algorithmen fur kleine n
» Spezialfalle
= Approximationsalgorithmen
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Zusammenfassung

» Es gibt Probleme, die nicht mechanisierbar sind.

= P = Menge der Probleme, bei denen eine Losung in
Polynomzeit gefunden werden kann.

= NP = Menge aller Ja/Nein-Probleme, bei denen ein
Lésungvorschlag flr Ja-Instanzen in Polynomzeit Gberpruft
werden kann.

* P = NP genau wenn es einen polynomiellen Algorithmus fir
das Erfillbarkeitsproblem der Aussagenlogik (SATisfiability
Problem) gibt.

= P = NP, eines der groBen offenen Probleme der
Informatik/Mathematik (Clay Prize)

= Falls P £ NP, dann ...
= Falls P = NP, dann ...
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